
転送行列による多層膜構造の反射スペクトル計算

　誘電体多層膜構造の光学特性を計算する方法には、さまざまな方法が知られている。例えば、薄膜干

渉の公式を繰り返し用いる方法では、多層膜中で多重反射した波を全て足し合わせる計算を行う。一方、

マクスウェル方程式の境界条件を考えることで、電磁場の分布を厳密に計算することができる。ここでは

その方法の一つとして転送行列を使う方法を紹介する。

計算にあたっては、入射面が 面になるように、座標系を下図のようにとる。 の領域に 層の

誘電体層があり、 番目の層の屈折率を 、厚さを とする。層の数を 、 番目の層と基板の境界を

で表す。さらに入射波は 軸から角度 で入射するとすれば、各層での屈折角 はス

ネルの法則、

から計算できる。 を入射領域の屈折率、 を透過領域（基板）の屈折率とする。

偏光の場合

電場ベクトルが 軸を向いている場合（ 偏光）について考える。

転送行列の決定

電磁場の時間因子には を仮定し、省略して表記する。そのため時間微分 は で置き換

えて計算する。 番目の層の中の電場は、 の＋方向とマイナス方向に進む波の和として、次のように書

ける。

ここで、

図 多層膜構造の配置と座標系の定義



である。 は

で定義され、 番目の層の光が最初にあたる側の面の 座標である。位相の原点には式を簡単にするため

に を選んでいる。

マクスウェルの方程式、

から磁場の 成分は

のように計算できる。ここで、 を次のように定義した。

式 と に を代入することで、

　

が得られる。左辺の括弧の中は と書くべきかもしれないが、 番目の層内の波を表す位相原点の意

味で のように書いても混乱しないであろう。 依存性は係数に含めて消しても良いのだが一応残し

て表記した。上の式から、 と を で 表すと次のようになる。

これを式 に代入すると、 が と でかける。



同様に は、式 に代入することで、

である。これらを行列形式で表すと、

材質に吸収が無い場合には は実数なので、

のように簡単化できて、対角成分が実で非対角項が純虚数な行列になる。さらに、行列式は であり、転

送行列 はユニモジュラーである。 は ＝ の電場と磁場を 面に関係付ける行列であるが、これ

とは逆に の位置から ＝ をつなぐ形にして用いる場合も多い。そのときには次のように逆行列を計

算すればよい。

ここで

のように非対角項の符合が変わる。

振幅反射率の計算

多層膜構造を考えると、各界面で電場と磁場の接線成分が保存される。従って、 ＝ と ＝ 面の電

磁場を結ぶ行列 を

で定義すると、

のように、各層の転送行列の積で全系のマトリックスが得られる。

一方、入射領域の電場は入射光と反射光の和であり、透過領域では透過光の電場があるだけである。

従って、



のようにかける。ここで と は振幅反射率と透過率で、これから決定する未知数である。また入射波の

振幅は に規格化した。これらに対応する磁場は式 ）の計算のように、 で微分することによって計

算できて、

である。 、 を代入すると、

であるから、これらの電磁場を転送行列を用いた関係式で表すと、

左辺の行列の行列式 が

であることを用いれば逆行列は、

である。したがって、振幅反射率 と振幅透過率 は

のように計算できる。

エネルギー反射率の計算

振幅反射率が分ったので、すぐにエネルギー反射率も計算できる。エネルギーの流れはポインティング

ベクトル で表されるが、 に平行な面を通過するエネルギー量の収支に注目するので、 の

成分のみが問題になる。



であるから、ｓ偏光の場合には第二項だけが効いてくる。電磁場の積の計算は、実部を取った後に掛け算

を実行する必要があるが、その後で時間について平均することまでを含めると、

のようにすればよい 時間平均から出てくる の因子は省略した 。複素共役のために位相は全て落ちて

しまうので、入射波のエネルギー流は

となる。同様に反射波と透過波のエネルギー流 と は

で与えられる。反射波のポインティングベクトルは のマイナス方向に向かうので負になる。上の式から

エネルギー反射率 と透過率 は次のように計算できる。

ｐ偏光の場合

磁場ベクトルが 軸を向いている場合（ 波あるいは 偏光と呼ばれる場合）について考える。計算

は 偏光の場合と同じように進む。

転送行列の決定

番目の層での磁場を、 の＋方向と 方向に進む波の和として次のように書く。

波の場合と同様に、

である。マクスウェルの方程式、

より、電場の 成分は



のように計算できる。ここで、左辺の係数を表す文字 を次のように定義した。

この計算の中で比誘電率 と屈折率 の関係式 を用いている。 偏光の場合の定義 式 ）とは、

屈折角の余弦が分母に入るところが異なっている。 を代入することで、

が得られる。ここから、係数 と について解くと、

が得られるので、式 と に代入すると、次のような転送行列が得られる。

偏光の場合とほぼ同一なトランスファーマトリックスであるが、唯一異なる部分は非対角項の符号であ

る。しかし、符号は座標系に依存するので本質的ではない。そのことを考えるために、反時計回りに 度

座標系を回転させる操作を考えてみる。回転の前後でベクトルの座標成分は、

で関係付けられるから、電場と磁場の と 成分の関係は、

のように表すことができる。行列で書くと次のようになる。

今、次の転送行列を考える。

座標系を回転させると、

となって、非対角項の符号が逆転する。



反射率の決定

ｓ偏光の場合と同様に、多層膜全体のトランスファーマトリックスを と表して次式が得られる。

反射領域と透過領域の磁場と電場を次のように表して、振幅反射率と透過率を導入する。

と を代入すると

であるから、転送行列を用いて、

従って、

右辺の行列の行列式 が、

であることを用いて、

より、反射率と透過率は、



のように計算できる。

偏光の場合、ポインティングベクトルの 成分に効いてくるのは、

の第一項である。

から、反射波と透過波のエネルギー流 と は

で与えられる。反射波のポインティングベクトルは のマイナス方向に向かうので負になる。上の式から

エネルギー反射率 と透過率 は次のように計算できる。
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